Zwei-Stichproben-t-Test fiir gepaarte Stichproben
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Der Zwei-Stichproben-t-Test fiir gepaarte Stichproben priift, ob sich zwei verbun-
dene Messungen im Durchschnitt unterscheiden.

1 Grundidee

Wir vergleichen nicht zwei unabhingige Gruppen, sondern die Differenzen
innerhalb zusammengehoriger Paare.

Typische Fragestellung

Es gibt pro Person, Objekt oder Paar zwei zusammengehorige Werte. Aus diesen beiden
Werten wird jeweils eine Differenz gebildet.

o Hat sich der Blutdruck nach einer Behandlung verandert?
e Sind Personen nach einem Training schneller als vorher?

o Unterscheiden sich zwei Messmethoden bei denselben Objekten?

Wichtig: gepaarte Stichproben

Dieses Dokument behandelt den Zwei-Stichproben-t-Test fiir gepaarte oder abhéingige
Stichproben. Die beiden Werte gehoren jeweils zusammen. Bei unabhédngigen Gruppen
wird stattdessen der Zwei-Stichproben-t-Test fiir unabhédngige Stichproben verwendet.

Situation Passender Test Beispiel
dieselben Personen zweimal gepaarter t-Test vor und nach Training
zugeordnete Paare gepaarter t-Test Zwillinge oder Matching

zwei unabhéngige Gruppen unabhéngiger t-Test Klasse A vs. Klasse B
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2 Differenzen

Der gepaarte t-Test wird tiber die Differenzen berechnet. Wichtig ist, dass die Richtung
der Differenz vorher festgelegt wird.

d; = Ti2 — Ti1

Symbol Bedeutung Beispiel

Ti1 erster Wert des Paares  vor dem Training

Ti2 zweiter Wert des Paares nach dem Training

d; Differenz des Paares nachher minus vorher

Danach wird gepriift, ob der Mittelwert der Differenzen von 0 abweicht. Mathematisch
ist der gepaarte t-Test deshalb ein Ein-Stichproben-t-Test auf den Differenzen.

3 Hypothesen

Die Nullhypothese besagt, dass der mittlere Unterschied 0 ist:

Hoiﬂdzo

Die Alternativhypothese hangt von der Fragestellung und der gewéhlten Differenzrichtung
ab:

zweiseitig:  Hj : g # 0 Unterschied in beide Richtungen
rechtsseitig: Hy : pug > 0 die zweite Messung ist im Mittel grosser
linksseitig:  Hy : pug < 0 die zweite Messung ist im Mittel kleiner

4 Teststatistik

Zuerst werden aus allen Paaren die Differenzen d; berechnet. Danach ben6tigt man den
Mittelwert der Differenzen d, die Standardabweichung der Differenzen s; und die Anzahl
der Paare n.

di+dy+---+d,

d =
n
>(d; — d)?
Sqg =\ ———
n—1
o d—0
Sd / \/ﬁ
Symbol Bedeutung
c@- Differenz innerhalb eines Paares
d Mittelwert der Differenzen
Sd Standardabweichung der Differenzen

n Anzahl der Paare
df =n —1 Freiheitsgrade
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Je weiter der berechnete t-Wert von 0 entfernt ist, desto starker spricht die Stichprobe
gegen die Nullhypothese.

5 Entscheidungsregel

Die Entscheidung erfolgt ausschliesslich durch den Vergleich mit dem kritischen t-Wert

Zfk?“it-

Testart H, verwerfen, wenn ... Ablehnungsbereich
zweiseitig || >t links und rechts
rechtsseitig ¢ > tp. rechts

linksseitig ¢ < —tppi links

a/2 a/2

T 1
—tre  Annahmebereich ¢,

6 Voraussetzungen

o Die abhangige Variable ist metrisch.

o Die Werte liegen als zusammengehorige Paare vor.
o Die Paare sind voneinander unabhéngig.

e Die Differenzen d; sind anndhernd normalverteilt.

o Bei grosseren Stichproben ist der Test relativ robust gegeniiber moderaten Abwei-
chungen von der Normalverteilung.

7 Kritische t-Werte

Der kritische t-Wert héngt von drei Informationen ab:
o dem Signifikanzniveau «,
e der Testart,

e den Freiheitsgraden df =n — 1.

df zweiseitig 5% einseitig 5% zweiseitig 1%

7 2.365 1.895 3.499
9 2.262 1.833 3.250
11 2.201 1.796 3.106
14 2.145 1.761 2.977
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8 Beispiel

Bei zehn Personen wird die Punktzahl vor und nach einem Training gemessen. Die Diffe-
renz wird definiert als:

d = nachher — vorher

Die beobachteten Differenzen sind:

3,4,2, 5, 1,3,4,2,6,3
Es wird zweiseitig mit o = 0.05 getestet, ob sich die Punktzahl im Mittel verdndert hat.

Hy:pg=0  Hy:pg#0

d=33 sq = 1.49

3.3 3.3

t= = = 6.99
1.49/4/10  0.47

Die Freiheitsgrade sind:

df =n—1=10—-1=9

Fiir einen zweiseitigen Test mit df = 9 und o = 0.05 gilt ungefdhr t;,.;; = 2.262. Da
|6.99| > 2.262, wird H, verworfen.

Interpretation: Die Stichprobe spricht dafiir, dass sich die Punktzahl nach dem Training
im Durchschnitt verandert hat.
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9 Zusammenfassung

Schritt Frage Formel oder Entscheidung
1 Differenzen di =9 — T

2 Hypothesen Hy:pg=0

3 Standardfehler SFE = s4/y/n

4 Teststatistik t=d/SE

5 Freiheitsgrade df =n —1

6 Entscheidung  Vergleich mit .,

Aufgaben: Gepaarter Zwei-Stichproben-t-Test

1 — Blutdruck

Bei acht Personen wird der Blutdruck vor und nach einer Behandlung gemessen. Die
Differenz wird definiert als d = nachher — vorher. Die Differenzen lauten:

—4, =6, —3, =5, =2, =7, —4, —5

Testen Sie linksseitig mit a = 0.05, ob der Blutdruck nach der Behandlung im Durch-
schnitt kleiner ist.

e Formulieren Sie Hy und H;.
« Berechnen Sie d, s; und den t-Wert.

e Bestimmen Sie t,;; und treffen Sie eine Entscheidung.

2 — Reaktionszeit

Eine Gruppe von n = 12 Personen absolviert einen Reaktionstest vor und nach einem Trai-
ning. Die Differenz wird definiert als d = nachher —vorher. Es gilt d = —6.4 Millisekunden
und sg = 8.2 Millisekunden. Testen Sie linksseitig mit o = 0.05, ob die Reaktionszeit nach
dem Training kleiner ist.

o Formulieren Sie Hy und H;.
e Berechnen Sie den t-Wert.

o Interpretieren Sie das Ergebnis.

3 — Zwei Messmethoden

Bei n = 15 Objekten werden zwei Messmethoden verglichen. Die Differenz wird definiert
als d = Methode B — Methode A. Es gilt d = 2.1 und s4 = 5.6. Testen Sie zweiseitig mit
a = 0.05, ob sich die beiden Messmethoden im Durchschnitt unterscheiden.

e Formulieren Sie Hy und H;.
o Berechnen Sie ¢ und df.

o Treffen Sie eine Entscheidung mit tg,.;.

>
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4 — Multiple Choice
Welche Aussagen sind korrekt? (Mehrfachantworten maoglich)

O Beim gepaarten t-Test werden zuerst Differenzen gebildet.

U Die Freiheitsgrade betragen n — 1, wobei n die Anzahl der Paare ist.

Q Der gepaarte t-Test setzt voraus, dass die beiden Gruppen unabhéangig sind.
Q Die Richtung der Differenz sollte vor der Berechnung festgelegt werden.

QO Mathematisch ist der gepaarte t-Test ein Ein-Stichproben-t-Test auf den Differen-
zen.
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Losungen: Gepaarter Zwei-Stichproben-t-Test

Losung zu Aufgabe 1
H()I/Ld:O le,ud<0

d=—4.5 sq = 1.60

—4.5 —4.5
t= = = —7.94
1.60/v/8  0.57

Die Freiheitsgrade sind df = 8 — 1 = 7. Fiir einen linksseitigen Test mit o = 0.05 gilt
ungefahr t,.;; = 1.895.

—7.94 < —1.895

Entscheidung: H, wird verworfen. Die Stichprobe spricht dafiir, dass der Blutdruck nach
der Behandlung im Durchschnitt kleiner ist.

Losung zu Aufgabe 2
Hoy:pig =10 Hy:pg <0

—64  —64
t= = = —2.70
8.2/y/12  2.37

Die Freiheitsgrade sind df = 12 — 1 = 11. Fiir einen linksseitigen Test mit o = 0.05 gilt
ungefahr t,.;; = 1.796.

—2.70 < —1.796

Entscheidung: H, wird verworfen. Es gibt einen Hinweis darauf, dass die Reaktionszeit
nach dem Training im Durchschnitt kleiner ist.

Losung zu Aufgabe 3
Hoi/LdIO Hl:ud;éO

21 21
© 5.6/V15 145

Die Freiheitsgrade sind df = 15 — 1 = 14. Fiir einen zweiseitigen Test mit o = 0.05 gilt
ungefahr t,,.;; = 2.145.

1.45

|1.45] < 2.145

Entscheidung: H, wird nicht verworfen. Die Stichprobe liefert keinen ausreichenden
Hinweis darauf, dass sich die beiden Messmethoden im Durchschnitt unterscheiden.
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Losung zu Aufgabe 4

v Richtig — Beim gepaarten t-Test werden zuerst Differenzen gebildet.

v Richtig — Die Freiheitsgrade betragen n — 1, wobei n die Anzahl der Paare ist.

X Falsch — Die Werte sind gepaart oder abhangig, nicht unabhéngig.

v Richtig — Die Richtung der Differenz bestimmt die Interpretation des Vorzeichens.
v Richtig — Der Test entspricht einem Ein-Stichproben-t-Test auf den Differenzen.



