Einfache lineare Regression: Signifikanztests
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Bei der einfachen linearen Regression kann man testen, ob die Regressionsparameter
statistisch bedeutsam von 0 abweichen. Besonders wichtig sind Tests fiir die Steigung b1,
den Achsenabschnitt by und das Bestimmtheitsmass R?.

1 Grundidee

Signifikanztests priifen, ob ein beobachteter Zusammenhang stark genug ist,
um H, zu verwerfen.

Die Regressionsgleichung lautet:
J=by+ bz
e by: Achsenabschnitt.
e by: Steigung.
o RZ% Anteil der Streuung von y, der durch das Modell erklirt wird.

Wichtig: In diesem Dokument wird ausschliesslich mit kritischen Werten entschieden.
P-Werte werden nicht verwendet.

2 Fehlerstreuung und Standardfehler

Signifikanztests in der Regression beruhen auf den Residuen.

e =Y — Ui

Die Summe der quadrierten Residuen heisst SSE:

i

B | SSE
Se = n—2

SSE = Z e2
Der Residualstandardfehler ist:
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Symbol Bedeutung

n Stichprobengrosse

n—2 Freiheitsgrade der einfachen linearen Regression

SSE Summe der quadrierten Residuen

Se typische Abweichung der Punkte von der Regressionsgerade

3 t-Test fiir die Steigung b,

Der wichtigste Test in der einfachen linearen Regression priift, ob die Steigung von 0
verschieden ist.

Hypothesen
H() : 51 =0

Hy: 31 #0
Inhaltlich:

e Hy: Es gibt keinen linearen Zusammenhang zwischen x und y.

e Hi: Es gibt einen linearen Zusammenhang zwischen x und y.

Teststatistik
; by —0
~ SE(b)
SE(by) = i
S(x; — x)?
df =n—2
Entscheidungsregel

Bei einem zweiseitigen Test:

Hy verwerfen, wenn |t| > tgi

Der kritische Wert t,;; wird mit df = n — 2 aus der t-Tabelle gelesen.

4 t-Test fiir den Achsenabschnitt b,

Der Achsenabschnitt kann ebenfalls getestet werden. Dieser Test ist aber nur dann in-
haltlich interessant, wenn x = 0 sinnvoll interpretierbar ist.
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Hypothesen
H() : 60 =0
Hy : By 7é 0
Teststatistik
,_ b0
~ SE(by)
1 72
SE(bo) = % g (I?_ 7
df =n—2
Entscheidungsregel

Hy verwerfen, wenn |t| > g

5 F-Test fiir R?

Der F-Test priift, ob das Regressionsmodell insgesamt erklarende Kraft hat. Bei der ein-
fachen linearen Regression ist dieser Test eng mit dem t-Test fiir by verbunden.

Hypothesen
HO : R}230pulation =0
Hy : R%opulation >0

Inhaltlich ist das bei der einfachen linearen Regression gleichbedeutend mit:
Hy:8,=0 Hy: 81 #0

Teststatistik
Allgemein gilt bei k Pradiktoren:

R?*/k
(1-R%)/(n—k—1)

Bei der einfachen linearen Regression gibt es nur einen Pradiktor, also k = 1:

F =

R2

F=i—pm |

n—2)
Die Freiheitsgrade sind:

df1:1 dfgzn—Q
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Entscheidungsregel

Hy verwerfen, wenn F' > Fj,.;;

Der kritische Wert Fj,.;; wird mit df; = 1 und dfs = n — 2 aus der F-Tabelle gelesen.
Merksatz: Bei der einfachen linearen Regression gilt:

F =t
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6 Beispiel

Eine Lehrperson untersucht, ob Lernzeit x Priifungspunkte y vorhersagen kann.

Person z= vy J e=y—4
1 1 52 526 -0.6
2 2 56 56.3 -0.3
3 3 61 60.0 1.0
4 4 65 63.7 1.3
5 5 66 674 -1.4
Aus der Regression wurden berechnet:
=489+ 3.7z

n=5 df=n—-2=3 > (zi—z)* =10

SSE = (—0.6)* 4+ (—0.3)2 + 1.0 + 1.3% 4+ (=1.4)> = 5.10

5.10
c= 22 =130
5 3

Test fiir b,
SE(b) = i/?% — 041
3.7
t= 04l = 8.98
Bei a = 0.05, zweiseitig, und df = 3 gilt:
tkrit = 3.182
|8.98] > 3.182

Entscheidung: H, wird verworfen. Die Steigung ist statistisch signifikant von 0 verschie-
den.

Test fir b,

SE(b)—13O\/1+3—2—137
s T

48.9

t=—"" =35
g = 3569

135.69] > 3.182

Entscheidung: H, wird verworfen. Der Achsenabschnitt ist statistisch signifikant von 0
verschieden.
Hinweis: Inhaltlich ist dieser Test nur sinnvoll, wenn x = 0 eine sinnvolle Bedeutung hat.

5



statistik-online.ch

F-Test fiir R?
Aus den Daten ergibt sich:

R? = 0.964
0.964
F=—"—".-3=80.33
1—0.964
Bei a = 0.05, df; = 1 und dfs; = 3 gilt:
Fkrit - 1013
80.33 > 10.13

Entscheidung: H, wird verworfen. Das Modell erklart statistisch signifikant Streuung
in y.

7 Zusammenfassung

Test Hy Statistik Entscheidung
Steigung f1=0 t=0b/SE(b) [t] > trrit
Achsenabschnitt  fy =0 ¢ =by/SE(b) |t] > trrit
Modell / R? RP=0 F=:2,(n-2) F>Fuu
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Aufgaben: Signifikanztests in der Regression

1 — t-Test fiir b,
Eine Regression mit n = 30 ergibt:
by = 1.80 SE(by) =045
Es gilt df = 28, a = 0.05, zweiseitig und t,;; = 2.048.
a) Formulieren Sie Hy und H;.
b) Berechnen Sie die Teststatistik.

c) Entscheiden Sie mit t.;;.

2 — t-Test fiir by
Eine Regression ergibt:
bo=12  SE(b) =4
Es gilt df = 28, a = 0.05, zweiseitig und tx,.;; = 2.048.
a) Berechnen Sie die Teststatistik.
b) Entscheiden Sie mit tx;.;;.

¢) Wann ist dieser Test inhaltlich sinnvoll?

3 — F-Test fiir R?
Eine einfache lineare Regression mit n = 30 ergibt:
R?=0.36
Es gilt a = 0.05, df; = 1, dfs = 28 und Fy,;; = 4.20.
a) Berechnen Sie F.
b) Entscheiden Sie mit Fj.;;.

c¢) Interpretieren Sie das Ergebnis.

4 — Multiple Choice

Welche Aussagen sind korrekt? (Mehrfachantworten maoglich)
Q Der t-Test fiir by priift, ob die Steigung von 0 verschieden ist.
Q Der F-Test fiir R? wird mit F > Fj,;; entschieden.
Q Ein signifikanter Achsenabschnitt ist immer inhaltlich wichtig.
Q Bei einfacher linearer Regression gilt F' = tzl.

QO Wenn R? = 0.36, erklirt das Modell 36% der Streuung von v.
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Losungen: Signifikanztests in der Regression

Losung zu Aufgabe 1
Hy:5=0 Hy: 51 #0

1.80

t==""=4.00
0.45

14.00] > 2.048

Entscheidung: H, wird verworfen. Die Steigung ist statistisch signifikant von 0 verschie-
den.

Losung zu Aufgabe 2
12

t=-2=3.00
1
13.00] > 2.048

Entscheidung: H, wird verworfen. Der Achsenabschnitt ist statistisch signifikant von 0
verschieden.

Inhaltlich sinnvoll: Der Test ist vor allem dann sinnvoll, wenn x = 0 eine reale und
interpretierbare Bedeutung hat.

Losung zu Aufgabe 3

0.36 0.36
= . —2)=—-28=15.75
1-0.36 (80-2) 0.64

15.75 > 4.20

Entscheidung: H, wird verworfen. Das Modell erklart statistisch signifikant Streuung
in y.

Losung zu Aufgabe 4

v Richtig — Der t-Test fiir b; priift die Steigung.

v Richtig — Beim F-Test wird rechtsseitig entschieden.

X Falsch — Der Achsenabschnitt ist nur sinnvoll interpretierbar, wenn x = 0 sinnvoll ist.
v Richtig — In der einfachen linearen Regression gilt ' = t7 .

v Richtig — R? = 0.36 entspricht 36% erklirter Streuung.



